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Na prošlom predavanju smo polazeći od jednog Ojlerovog problema došli
do principa rada fon Nojmanovog računara
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Da bismo naučili da ga programiramo u C++-u, potreban nam je novi polazni problem

Neka je n proizvoljan broj iz N

Neka su a i b nezavisno i uniformno odabrani iz [1,n]

Neka je pn verovatnoća da su a i b uzajamno prosti

Da li postoji granična vrednost limn→∞ pn i ako postoji, koja joj je vrednost?
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Osnovni pristup

Da li neko ima ideju?
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Osnovni pristup

1. Izlistamo sve parove brojeva {a,b} ∈ [1,n]2

2. Prebrojimo koliko ih je uzajamno prostih

3. Podelimo taj broj sa n2, da dobijemo pn

4. Proverimo kako se pn menja sa uvećanjem n i postavljamo hipotezu
koju posle dokazujemo
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Šta nam je sve potrebno za to?
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Šta nam je sve potrebno za to?

• Moramo nekako da predstavimo brojeve

• Moramo da proverimo da li su uzajamno prosti

• Moramo da prebrojimo sve koji jesu

• Moramo da nađemo odnos tog broja i n2
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Šta nam je sve potrebno za to?

• Moramo nekako da predstavimo brojeve

• Moramo da proverimo da li su uzajamno prosti

• Jedan način: proveravamo da li je NZD(a, b) > 1
• Na primer, pitamo se da li (∃i > 1)(i | a∧ i | b)

• Moramo da prebrojimo sve koji jesu

• Moramo da nađemo odnos tog broja i n2
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Promenljive



Moramo nekako da predstavimo brojeve

Deklaracija promenljive:

tip identifikator;
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Primer deklaracije promenljive

tip identifikator ;
int a ;
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O tipovima ćemo uskoro detaljno govoriti
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Identifikatori

Identifikator je niz karaktera gde je prvi karakter iz

S = [a, z] ∪ [A, Z] ∪ _

a svi ostali iz S ∪ [0, 9]
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Primeri ispravnih identifikatora

broj, nzd, i_1_2, uzajamno_prosti
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Primeri neispravnih identifikatora

8_32_A, void

Identifikator se ne sme podudarati sa ključnim rečima jezika. Zbog toga
void nije validan identifikator
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Ključne reči

Nema potrebe učiti ih napamet 15



Većina editora će ih obojiti posebnom bojom
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A kompajler će se uvek buniti ako napravimo grešku
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Šta je zapravo promenljiva?

D

EN

Q

CLK

PC 
(program counter)

+1 ay = a+1

inkrementer

0

OP SELECT

Y

ALU

WADDR DATA_IN

RADDR1 DATA_OUT1
DATA_OUT2RADDR2

a3

a2

a1

a0 r0
r1
r2
r3
r4
r5

podatak upisan u registar
simbolička adresa registra

WADDR DATA_IN

RADDR DATA_OUT

instrukcija 1

instrukcija 2

instrukcija 3

instrukcija 4

instrukcija 5

instrukcija 6

instrukcija 7

DEKODER

loadi r5, 30
addi r0, 0, r4
loop: mul r0, r4, r4
addi r5, -1, r5
beqi r5, 0, end
jump loop
end:

Promenljiva je ništa drugo do ime za neku memorijsku lokaciju

Ona omogućuje da staranje o tome gde se koji podatak nalazi u memoriji
prepustimo kompajleru
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Šta je zapravo promenljiva?

D

EN

Q

CLK

PC 
(program counter)

+1 ay = a+1

inkrementer

0

OP SELECT

Y

ALU

WADDR DATA_IN

RADDR1 DATA_OUT1
DATA_OUT2RADDR2

a3

a2

a1

a0 r0
r1
r2
r3
r4
r5

podatak upisan u registar
simbolička adresa registra

WADDR DATA_IN

RADDR DATA_OUT

instrukcija 1

instrukcija 2

instrukcija 3

instrukcija 4

instrukcija 5

instrukcija 6

instrukcija 7

DEKODER

loadi r5, 30
addi r0, 0, r4
loop: mul r0, r4, r4
addi r5, -1, r5
beqi r5, 0, end
jump loop
end:

Na primer, ne moramo da znamo da se a3 nalazi u registru r3, već svuda u
kodu naprosto koristimo identifikator a3, a deklaracija promenljive će
osigurati da kompajler rezerviše odgovarajuće memorijske lokacije (jednu
ili više; o tome uskoro)
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Detaljniji memorijski model ćemo razviti kada budemo stigli do
potprograma (funkcija)
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Tipovi podataka



Brojevi

char
short
int
long
long long

unsigned char
unsigned short
unsigned int
unsigned long
unsigned long long

float
double

Brojevi
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Brojevi

float
double

char
short
int
long
long long

unsigned char
unsigned short
unsigned int
unsigned long
unsigned long long

Brojevi
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long
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unsigned short
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Brojevi

float
double

char
short
int
long
long long

unsigned char
unsigned short
unsigned int
unsigned long
unsigned long long
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Brojevi

float
double
long double

char
short
int
long
long long

unsigned char
unsigned short
unsigned int
unsigned long
unsigned long long

Brojevi
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Čemu ta podela?

N ∪ {0} ⊂ Z ⊂ R

Ako znamo da predstavimo brojeve iz R, čemu svi ovi drugi tipovi?
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Jedan primer

Šta će biti ispisano na ekranu?
a) 1000000000000 b) 1e12 c) nešto treće
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Jedan primer
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Čemu ta podela?

N ∪ {0} ⊂ Z ⊂ R

Ako znamo da predstavimo brojeve iz R, čemu svi ovi drugi tipovi?
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Lakše pitanje: čemu svi ti tipovi za neoznačene brojeve?

unsigned char
unsigned short
unsigned int //1
unsigned long

unsigned long long

1Dovoljno je da napišemo i samo ”unsigned”
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Mali podsetnik na pozicione (težinske) brojne sisteme

Primer:
1748 = 8× 100 + 4× 101 + 7× 102 + 1× 103

Obeležimo redom cifre sa desna (najmanje vredna) na levo (najvrednija):
d3 d2 d1 d0
1 7 4 8

m =

3∑
i=0

ai × 10i, (∀i ∈ [0, 3])(ai ∈ [0, 10))
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Mali podsetnik na pozicione (težinske) brojne sisteme

Primer:
1748 = 8× 100 + 4× 101 + 7× 102 + 1× 103

Obeležimo redom cifre sa desna (najmanje vredna) na levo (najvrednija):
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1 7 4 8
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ai × 10i, (∀i ∈ [0, 3])(ai ∈ [0, 10))
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Pozicioni brojni sistemi nisu neophodni, ali znatno olakšavaju račun

1748 = MDCCXLVIII
= 1000 + 500 + 100 + 100 + (50 - 10) + 5 + 1 + 1 + 1
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Uopšteno

B—osnova

m =

n−1∑
i=0

ai × Bi, (∀i ∈ [0,n))(ai ∈ [0,B))

m je n-tocifreni broj u pozicionom sistemu sa osnovom B
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Binarni brojevi

Brojevi u pozicionom brojnom sistemu sa B = 2 =⇒ (∀i)(ai ∈ {0, 1})
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Primer
                  
110110101002 = 22 + 24 + 26 + 27 + 29 + 210

                      = 4 + 16 + 64 +128 + 512 + 1024 = 174810

210 29 28 27 26 25 24 23 22 21 20

174810 : 2 = 874 + 0
            : 2 = 437 + 0

      : 2 =  218 + 1
            : 2 = 109 + 0
            : 2 = 54  + 1
           : 2 = 27  + 0
            : 2 =  13  + 1
            : 2 =  6  + 1
            : 2 =  3  + 0
           : 2 =  1   + 1
            : 2 =  0   + 1

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

210
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Malo terminologije

jedna binarna cifra = 1 bit

osam binarnih cifara = 1 bajt (eng. byte)

manje bitno: četiri binarne cifre = 1 nibl (eng. nibble)
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Uprošćenje sa prethodnog predavanja

Kada naiđe rastuća ivica takta,
registar proverava vrednost ulaza D
i preslikava je na izlaz Q

U međuvremenu, Q zadržava prethodnu vrednost
D

Q

CLK
D

EN

Q

CLK
REGISTAR

EN

na početku registar sadrži nepoznatu vrednost
(zato inicijalizujemo promenljive)

Pretpostavili smo da registar može da smesti
proizvoljan broj bita

No, u prirodi je sve ograničeno,
pa i veličina registara

32



Uprošćenje sa prethodnog predavanja

U današnjim računarima, registri najčešće sadrže 64 bita, no još uvek ima i
procesora sa 32-bitnim, 16-bitnim, pa i 8-bitnim registrima
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Pored registara, postoji čitava hijerarhija memorije

Tu je najčešće moguće adresirati svaki bajt posebno
(jedan bajt = jedna adresibilna lokacija) 34



Zato su veličine promenljivih izražene u bajtovima

Pravila:

veličina(char) ⩽ veličina(short) ⩽ veličina(int) ⩽ veličina (long) ⩽
veličina(long long)

minimalna veličina(char) = 1 bajt
minimalna veličina(short) = 2 bajta
minimalna veličina(int) = 2 bajta
minimalna veličina(long) = 4 bajta
minimalna veličina(long long) = 8 bajta
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Ponovo ne moramo pamtiti
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Na ovom računaru (na drugim može biti drugačije)
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Pretek (eng. overflow)

Vratimo se za trenutak na decimalne brojeve

Zamislimo da registri mogu da smeste trocifrene decimalne brojeve

Šta će biti rezultat operacije 123 + 891?
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Pretek (eng. overflow)

123+ 891 = 1014
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Pretek (eng. overflow)

123+ 891 = 1 za ovu cifru nema mesta u registru |014
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Pretek (eng. overflow)

123+ 891 = 14
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Pretek (eng. overflow)

Isto je i sa binarnim brojevima:

Pretpostavimo da su registri osmobitni

Koji će biti rezultat operacije 01101011 + 11101101?
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Pretek (eng. overflow)

01101011+ 11101110 = 1|01011001 = 01011001

107+ 238 = 89 = 345− 256 (28—ukupan broj različitih vrednosti 8-bitnog
registra)
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Pretek može biti vrlo opasan
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Pretek može biti vrlo opasan
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Preporuka

Potrebno je predvideti opseg promenljivih i u skladu sa tim odabrati tip

Nekad nije moguće naprosto odabrati long long, jer je potrebno
uskladištiti velik broj podataka, ili postići brže izvršenje programa

43



Kako da saznamo opseg svakog od tipova?
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Kako da saznamo opseg svakog od tipova?
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Ako je i long long mali za vaše brojeve

Možete koristiti neku biblioteku za aritmetiku proizvoljne preciznosti. Tada
će vaše promenljive zauzimati niz memorijskih reči, u skladu sa potrebom,
ali će sve operacije biti sporije, jer se neće izvršavati direktno u hardveru
(npr. jedna instrukcija za množenje), već će predstavljati niz instrukcija
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Sad znamo čemu svi ti tipovi neoznačenih celih brojeva

?

float
double
long double

char
short
int
long
long long

unsigned char
unsigned short
unsigned int
unsigned long
unsigned long long

Brojevi
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No, čemu uopšte podela na označene i neoznačene?

float
double
long double

char
short
int
long
long long

unsigned char
unsigned short
unsigned int
unsigned long
unsigned long long

Brojevi

?
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Aditivni komplementi

a+−a = 0 mod B = B mod B

−a = B− a
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Na primer jednocifreni decimalni brojevi

-0 = 0
-1 = 9
-2 = 8
-3 = 7
-4 = 6
-5 = 5
-6 = 4
-7 = 3 //7+−7 = 7+ 3 = 0 mod 10
-8 = 2
-9 = 1
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Mapiranje na fiksan opseg

Razmotrimo još malo jednocifrene decimalne brojeve

Na raspolaganju imamo cifre 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9

Potrebno je da pomoću tih cifara predstavimo neki skup [0,n], tako da
[0, 9] za svaki a ∈ [0,n] sadrži i −a
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Mapiranje na fiksan opseg

Krećemo redom:

1. Ako ubacimo 0, -0 = 0, pa već imamo i komplement
2. Ako ubacimo 1, -1 = 9, pa moramo ubaciti i 9
3. Ako ubacimo 2, -2 = 8, pa moramo ubaciti i 8
4. Ako ubacimo 3, -3 = 7, pa moramo ubaciti i 7
5. Ako ubacimo 4, -4 = 6, pa moramo ubaciti i 6
6. Ako ubacimo 5, -5 = 5 i to više nije jednoznačno
7. Moramo da se odlučimo da li će 5 biti pozitivno ili negativno
8. Ako uzmemo da je negativno, važiće pravilo da su svi brojevi preko
polovine opsega negativni a svi ispod polovine opsega nenegativni

9. Dalje ne možemo, jer smo 6 već iskoristili za -4, 7 za -3...
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Uopštenje na višecifrene brojeve

Neka a ima n cifara

a+−a = 0 mod Bn = Bn mod Bn

−a = Bn − a
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U Z2 se taj DRUGI aditivni komplement jako lako računa

−a = 2n − a = (2n − 1) − a+ 1

(2n − 1) − a nazivamo PRVI KOMPLEMENT ili KOMPLEMENT JEDINICE (eng.
ONE’S COMPLEMENT)

2n − 1 je niz od n jedinica, pa (2n − 1) − a računamo tako što svaki bit u a
koji je 1 pretvorimo u 0 i obrnuto

2n − a nazivamo DRUGI KOMPLEMENT ili KOMPLEMENT DVOJKE (eng. TWO’S
COMPLEMENT)
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Primer (osmocifreni binarni brojevi)

-00000111 = 100000000 - 00000111 = 11111111 - 00000111 + 00000001 = 11111001
-7              = 256               - 7               = 255        - 7               + 1                 = 249   
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Da vidimo kako izgledaju binarni zapisi brojeva u C++-u
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Da vidimo kako izgledaju binarni zapisi brojeva u C++-u

Zapazimo da označeni -7 i neoznačeni +249 imaju isti binarni zapis nad
osam bita: 11111001

Dakle, sve je stvar interpretacije. Označeni brojevi sa vodećom jedinicom
su uvek u gornjoj polovini opsega, što znači da su negativni. Provera znaka
je dakle trivijalna, što, na primer, znatno olakšava implementaciju skokova
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Sumarno o označenim brojevima

• prva polovina opsega je rezervisana za, redom, brojeve iz [0, 2n−1)
• ti brojevi imaju vodeću nulu u binarnom zapisu

• druga polovina opsega je rezervisana za, redom, brojeve iz [−2n−1,−1]
• ti brojevi imaju vodeću jedinicu u binarnom zapisu

• sve u svemu je moguće predstaviti brojeve iz [−2n−1, 2n−1)
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Šta se onda ovde dogodilo?
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Uzmimo manji primer za ilustraciju
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Uzmimo manji primer za ilustraciju
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Zaključak

Ako znamo da će naši brojevi biti iz N ∪ {0}, unsigned verzije celobrojnih
tipova će nam obezbediti duplo veći opseg vrednosti
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Time smo završili celobrojne tipove

?

float
double
long double

char
short
int
long
long long

unsigned char
unsigned short
unsigned int
unsigned long
unsigned long long

Brojevi

61



Operatori



Vratimo se na početni problem

Neka je n proizvoljan broj iz N

Neka su a i b nezavisno i uniformno odabrani iz [1,n]

Neka je pn verovatnoća da su a i b uzajamno prosti

Da li postoji granična vrednost limn→∞ pn i ako postoji, koja joj je vrednost?
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Osnovni pristup

1. Izlistamo sve parove brojeva {a,b} ∈ [1,n]2

2. Prebrojimo koliko ih je uzajamno prostih

3. Podelimo taj broj sa n2, da dobijemo pn

4. Proverimo kako se pn menja sa uvećanjem n i postavljamo hipotezu
koju posle dokazujemo
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Šta nam je sve potrebno za to?

• Moramo nekako da predstavimo brojeve ✓

• Moramo da proverimo da li su uzajamno prosti

• Jedan način: proveravamo da li je NZD(a, b) > 1
• Na primer, pitamo se da li (∃i > 1)(i | a∧ i | b)

• Moramo da prebrojimo sve koji jesu

• Moramo da nađemo odnos tog broja i n2
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Do sad smo videli samo deklaraciju promenljive

unsigned a;
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Do sad smo videli samo deklaraciju promenljive

Pretpostavili smo da registar može da smesti
proizvoljan broj bita

No, u prirodi je sve ograničeno,
pa i veličina registara

Kada naiđe rastuća ivica takta,
registar proverava vrednost ulaza D
i preslikava je na izlaz Q

U međuvremenu, Q zadržava prethodnu vrednost
D

Q

CLK
D

EN

Q

CLK
REGISTAR

EN

na početku registar sadrži nepoznatu vrednost
(zato inicijalizujemo promenljive)

No, kako da dodelimo
vrednost promenljivoj?
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Operator dodele: =

Kao i u Python-u, operator = ne znači proveru jednakosti levog i desnog
operanda, već dodelu vrednosti (eng. ASSIGNMENT) desnog operanda
levom operandu

Primer: unsigned a = 0; //Deklaracija promenljive a sa inicijalizacijom na 0
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Operator dodele: =

Ukoliko je tip izraza sa desne strane operatora = (eng. RIGHT-HAND SIDE
(RHS)) drugačiji od tipa promenljive sa leve strane operatora (eng.
LEFT-HAND SIDE (LHS)), kompajler će izvršiti implicitnu konverziju u tip sa
leve strane
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Operator dodele: =

Među nekim tipovima, implicitna konverzija nije moguća i kompajler će
prilikom pokušaja dodele prijaviti grešku
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Operator dodele: =

Među nekim tipovima, implicitna konverzija nije moguća i kompajler će
prilikom pokušaja dodele prijaviti grešku
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Izraz dodele

Izraz je niz operatora i operanada. Svaki izraz u C++-u ima vrednost i tip te
vrednosti (to je ono što je malopre bilo implicitno konvertovano)

Kako je i operator dodele = operator, dodela je izraz

Tip tog izraza je tip levog operanda, a vrednost tog izraza je vrednost
upravo dodeljena levom operandu (odnosno, vrednost desnog operanda)
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Primer
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Primer
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Nizovi dodela

Pošto je i sama dodela izraz, ona može postati desni operand novoj dodeli
unutar iste naredbe 72



Nizovi dodela

Pošto je i sama dodela izraz, ona može postati desni operand novoj dodeli
unutar iste naredbe
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Aritmetički operatori

Unarni

+ plus: y = +a;
- negacija : y = -a;

Binarni
+ sabiranje: y = a + b;
- oduzimanje: y = a - b;
* množenje: y = a * b;
/ deljenje: y = a / b;
% ostatak pri deljenju: y = a %d;
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Aritmetički operatori

Po potrebi ponovo dolazi do implicitnih konverzija tipova operanada,
obično tako da se slabiji (manje precizan) tip pretvara u jači (precizniji),
tako da i sam izraz dobija taj tip. 74



Aritmetički operatori

Po potrebi ponovo dolazi do implicitnih konverzija tipova operanada,
obično tako da se slabiji (manje precizan) tip pretvara u jači (precizniji),
tako da i sam izraz dobija taj tip.
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Eksplicitna konverzija tipova
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Eksplicitna konverzija tipova
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Promocija celih brojeva

Pri aritmetičkim operacijama, celobrojni tipovi manji od int (char i short)
su automatski konvertovani u int, čak i kada su oba operanda istog tipa.2
To je zbog širine operanada na aritmetičko-logičkim jedinicama
savremenih procesora
2Isto važi i za unsigned verzije)
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Rang operatora

Rang aritmetičkih operatora je kao i u matematici, ali se zbog čitljivosti
preporučuje upotreba zagrada, čak i kada nisu neophodne

Komutativnost i asocijativnost su takođe kao u matematici
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Rang operatora

Rezultat
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Kombinovane dodele

Često imamo potrebu da napišemo naredbu oblika a = a + 4;
(levi operand operatora dodele je operand aritmetičke operacije sa desne strane)

C++ omogućuje skraćenje takve naredbe kombinovanjem dodele i
aritmetičke operacije:

a += 4

Slično postoje i -=, *=, /=, %=
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Jedan malo složeniji primer
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Jedan malo složeniji primer
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Inkrement i dekrement

Često imamo i potrebu da uvećamo ili umanjimo promenljivu za 1

C++ za to obezbeđuje posebne operatore inkrementa i dekrementa:

i++, ++i, i–, –i
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Post- i pre-inkrement (dekrement)

Rezultat
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Operacije nad bitovima (eng. BITWISE OPERATIONS)

C++ omogućuje i direktnu manipulaciju bitova neke promenljive

̃ bitwise not ̃10010110 = 01101001
& bitwise and 10010110 & 11110000 = 10010000
| bitwise or 10010110 | 11110000 = 11110110

̂ bitwise xor 10010110 ̂11110000 = 01100110
« left shift 10010110 « 2 = 01011000
» right shift 10010110 » 3 = 111100103

3Za označene brojeve, vršimo proširenje znakom (prvom cifrom), a za neoznačene nulom.

83



Jedan primer

84



Jedan primer

84



Manipulacija bitovima omogućuje veoma gusto pakovanje podataka
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Manipulacija bitovima omogućuje veoma gusto pakovanje podataka
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Učitavanje podataka iz memorije je danas daleko skuplje od prostih računskih operacija
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To nije sve

Relacione i logičke operatore ćemo upoznati na sledećem času, kada
budemo radili naredbe grananja
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No, vratimo se sada na polazni problem



Problem

Neka je n proizvoljan broj iz N

Neka su a i b nezavisno i uniformno odabrani iz [1,n]

Neka je pn verovatnoća da su a i b uzajamno prosti

Da li postoji granična vrednost limn→∞ pn i ako postoji, koja joj je vrednost?
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Osnovni pristup

1. Izlistamo sve parove brojeva {a,b} ∈ [1,n]2

2. Prebrojimo koliko ih je uzajamno prostih

3. Podelimo taj broj sa n2, da dobijemo pn

4. Proverimo kako se pn menja sa uvećanjem n i postavljamo hipotezu
koju posle dokazujemo
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Šta nam je sve potrebno za to?

• Moramo nekako da predstavimo brojeve

• Moramo da proverimo da li su uzajamno prosti

• Jedan način: proveravamo da li je NZD(a, b) > 1
• Na primer, pitamo se da li (∃i > 1)(i | a∧ i | b)

• Moramo da prebrojimo sve koji jesu

• Moramo da nađemo odnos tog broja i n2
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Naivno rešenje

Da li je moguće da je verovatnoća 0?
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Naivno rešenje

Da li je moguće da je verovatnoća 0?
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Naivno rešenje

Da li je moguće da je verovatnoća 0?
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Naivno rešenje

Kako to da proverimo?

93



Naivno rešenje

Da bi verovatnoća bila nula, ne bismo smeli da uočimo ni jedan uzajamno
prost par
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Printf debug

Da bismo to proverili, koristimo takozvani PRINTF debag4

4printf je u C-u bila funkcija čiju je ulogu u C++-u preuzeo cout «. 95



Printf debug

Nešto zaista nije u redu
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Ponovo problem sa tipovima

unsigned unsigned nema implicitne konverzije
pa je i celo deljenje unsigned
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Predstavljanje realnih brojeva



Zadržimo se na racionalnim brojevima

Pretpostavimo da imamo tačno tri cifre za celobrojni i tri za decimalni deo

0,1 + 100,25 = 000,100 + 100,250

Operacija je identična operaciji sabiranja celih brojeva (zanemarimo decimalnu
zapetu)

000100 + 100250 = 100350

nakon koje vratimo decimalnu zapetu na odgovarajuće mesto

100,350

Pošto Englezi umesto , koriste ., ovakav način predstavljanja brojeva nazivamo
sistemom FIKSNE TAČKE (eng. FIXED-POINT ARITHMETIC) 97



Jedan način da to implementiramo u C++-u

1. Prvo pomnožimo izraz koji računamo sa
p = 10broj decimalnih mesta koji želimo da sačuvamo

2. Zatim izračunamo vrednost izraza v kao da su svi operandi celi brojevi

3. Celobrojni deo rešenja dobijamo kao v/p

4. Razlomljeni deo dobijamo kao v%p
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Kako to izgleda na našem primeru?
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Kako to izgleda na našem primeru?
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Šta ako želimo više decimalnih mesta?
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Šta ako želimo više decimalnih mesta?
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Šta ako želimo više decimalnih mesta?

Šiftovanje u levo (množenje nekim stepenom osnove brojnog sistema) čini
da broj brzo raste, pa moramo osigurati da prijemna promenljiva ima
odgovarajući opseg
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Šta ako želimo više decimalnih mesta?
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Šta ako želimo više decimalnih mesta?

Ali ne smemo zaboraviti ni tip samog izraza
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Šta ako želimo više decimalnih mesta?
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Naravno, sistem sa fiksnom tačkom je moguće implementirati i nad binarnim brojevima

Na primer sistem 4.4 (4 celobrojne cifre i 4 razlomljene cifre) izgleda ovako
(težine cifara):

23 22 21 20 . 2−1 2−2 2−3 2−4 = 8 4 2 1 1
2
1
4
1
8

1
16

Konverzija 0.07 u binarni 4.4 sistem: 0.07× 2 = 0+ 0.14 =⇒ a−1 = 0
0.14× 2 = 0+ 0.28 =⇒ a−2 = 0
0.28× 2 = 0+ 0.56 =⇒ a−3 = 0
0.56× 2 = 1+ 0.12 =⇒ a−4 = 1
Nemamo više decimalnih cifara na raspolaganju i naša predstava broja
0.07 je 0000.0001 = 2−4 = 0.0625
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Naravno, sistem sa fiksnom tačkom je moguće implementirati i nad binarnim brojevima

Šta da smo izabrali sistem 0.8?

Konverzija 0.07 u binarni 0.8 sistem: 0.07× 2 = 0+ 0.14 =⇒ a−1 = 0
0.14× 2 = 0+ 0.28 =⇒ a−2 = 0
0.28× 2 = 0+ 0.56 =⇒ a−3 = 0
0.56× 2 = 1+ 0.12 =⇒ a−4 = 1
0.12× 2 = 0+ 0.24 =⇒ a−5 = 0
0.24× 2 = 0+ 0.48 =⇒ a−6 = 0
0.48× 2 = 0+ 0.96 =⇒ a−7 = 0
0.96× 2 = 1+ 0.92 =⇒ a−8 = 1
a = 00010001 = 2−4 + 2−8 = 0.06640625

Bolje, ali još uvek ne idealno. Uopšteno, vrlo mali broj racionalnih brojeva
možemo tačno direktno predstaviti pomoću ograničenog broja binarnih cifara.
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Šta je glavna mana sistema sa fiksnom tačkom?

Osim što ne mogu tačno da predstave mnoge racionalne i ni jedan
iracionalni broj
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Šta je glavna mana sistema sa fiksnom tačkom?

Osim što ne mogu tačno da predstave mnoge racionalne i ni jedan
iracionalni broj

Veliki brojevi zahtevaju veći broj cifara levo od decimalne tačke, a mali
brojevi veći broj desno od decimalne tačke

=⇒ Ni jedan sistem sa fiksnom tačkom i dovoljno malim brojem bita ne
može adekvatno da predstavi brojeve iz velikog raspona (veoma male i
veoma velike)
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Kako to rešavamo u decimalnom sistemu?

Jer je i tamo problem isti: 1479321101.0 i 0.0071003249 je moguće zapisati
pomoću 10 cifara, ali bi zajednički sistem sa fiksnom tačkom zahtevao 20
cifara (10.10)
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Kako to rešavamo u decimalnom sistemu?

Jer je i tamo problem isti: a = 1479321101.0 i b = 0.0071003249 je moguće
zapisati pomoću 10 cifara, ali bi zajednički sistem sa fiksnom tačkom
zahtevao 20 cifara (10.10)

a = 1.47932110× 109
b = 7.10032490× 10−3

Oba broja smo zapisali u istom brojnom sistemu sa 10 cifara: 9 za mantisu
i 1 za eksponent

Broj a je izgubio jednu cifru u tom procesu, zbog odsecanja (zaokruživanja)
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Sistem predstave sa pokretnom tačkom (eng. FIXED-POINT ARITHMETIC)

Razlaganje zapisa na mantisu (signifikantu) i eksponent čini da se
decimalna tačka „kreće” u skladu sa potrebama broja

IEEE 754 floating point standard:

float = 1 bit za znak, 8 bita za eksponent, 23 bita za mantisu

a = (−1)znak × 1.mantisa× 2eksponent−127

ofset od 127 je tu da bi opseg stepena bio [−127, 128]

double = 1 bit za znak, 11 bita za eksponent, 52 bita za mantisu
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Sistem sa pokretnom tačkom

Otklanja problem sistema sa fiksnom tačkom u pogledu širine opsega
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Sistem sa pokretnom tačkom

Otklanja problem sistema sa fiksnom tačkom u pogledu širine opsega
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Sistem sa pokretnom tačkom

Ali zadržava mane konačne reprezentacije
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Sistem sa pokretnom tačkom

Ali zadržava mane konačne reprezentacije
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Sistem sa pokretnom tačkom

Možda im nije promakla baš takva greška, ali mogla je
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Sistem sa pokretnom tačkom

Možda im nije promakla baš takva greška, ali mogla je
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Sistem sa pokretnom tačkom

Možda im nije promakla baš takva greška, ali mogla je 112



Da vidimo šta se dogodilo u našem primeru
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Da vidimo šta se dogodilo u našem primeru
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Preporuka: sumirati prvo manje brojeve

Uprošćen primer sa decimalnim brojevima:

Pretpostavimo da imamo 5 cifara na raspolaganju za mantisu

1.2374× 10−3 + 2.3476× 101 + 9.2341× 10−4
= 0.00012374× 101 + 2.3476× 101 + 9.2341× 10−4
= (0.0001+ 2.3476)× 101 + 9.2341× 10−4
= 2.3477× 101 + 0.00009341× 101 = 2.3477× 101
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Preporuka: sumirati prvo manje brojeve

Uprošćen primer sa decimalnim brojevima:

Pretpostavimo da imamo 5 cifara na raspolaganju za mantisu

9.2341× 10−4 + 1.2374× 10−3 + 2.3476× 101
= 0.92341× 10−3 + 1.2374× 10−3 + 2.3476× 101
= (0.9234+ 1.2374)× 10−3 + 2.3476× 101
= 2.1608× 10−3 + 2.3476× 101
= 0.00021608× 101 + 2.3476× 101 = (0.0002+ 2.3476)× 101 = 2.3478
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Sistemi sa pokretnom tačkom su mnogo složeniji

Primer sa prethodnog slajda veoma grubo ilustruje intuiciju iza problema
zaokruživanja (eng. ROUND-OFF ERROR). Mi se nećemo detaljnije baviti tim
problemima, ali je bitno biti svestan njihovog postojanja i po potrebi se obratiti
odgovarajućoj literaturi 116



Još jedna preporuka: nikada ne proveravati jednakost brojeva sa pokretnom tačkom
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Još jedna preporuka: nikada ne proveravati jednakost brojeva sa pokretnom tačkom
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Ukoliko nam je bitno da tačno predstavimo racionalne decimalne brojeve

Možemo koristiti decimalni sistem sa fiksnom tačkom (iznad je samo opis
principa; postoje daleko naprednije implementacije)
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Ta potreba često postoji u svetu finansija
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Ta potreba često postoji u svetu finansija
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Podsetnik za problem sa opsegom promenljivih
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U našem problemu je double sasvim u redu

Eksplicitno konvertujemo jedan operand u double, da bi i deljenje bilo
double
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To bi bilo sve za danas

?

float
double
long double

char
short
int
long
long long

unsigned char
unsigned short
unsigned int
unsigned long
unsigned long long

Brojevi
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Na sledećem času ćemo nastaviti sa rešavanjem ovog problema

Neka je n proizvoljan broj iz N

Neka su a i b nezavisno i uniformno odabrani iz [1,n]

Neka je pn verovatnoća da su a i b uzajamno prosti

Da li postoji granična vrednost limn→∞ pn i ako postoji, koja joj je vrednost?
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Hvala na pažnji
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